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Exemples : a) on
tire 4 fais un dé

.

Si Ai , i - I , ii. , 4 , est un événement qui ne dépend

que
du i -ème tige , alors LA Dia

,
.
.µ

sont indépendant .

b) r = ¢ Iii , ,
A = Pll) , P proba . uniforme .

Alors A = 41,2} ,
B = 41,3} , C = 42,3} sont 2 à2

nigériens ( P @ n B) = P 41 } ) = ¥ = Pfa) PCB) etc )
mais A

,
B
,
C ne sont pas ( mutuellement) indépendants

( P HIBA =
° mais PCA) P t = (f) ! f) .

¢



Déf . : A
,
B 2 événement avec P (A) 70 .

la probabilité conditionnelle de B sachant A est P (BIA ) = PEY .

PLA)

Prop . : Supposons P > 0
.

a) A
,
B nidppndaob ⇐ t (BIA) =p (B) .

b) PLA) : A - foi] est me pndoa.sn A , appelée proba .

B ↳ P(BIA) conditionnelle radar A
.

dém
.
: a) P (BIA) = Pffff) donc t' (B) A) = t'(B)

⇐ P @ n B) = PCA) P (B)



b) . Si BEA
,
ANB CA et A ABE A donc OE PLAN B) Et (A)

et PCBIA) C- [0,1J .

.

PCrIat-_Pff-aY--ffff--I@D.soit@ a)
n

C- AN t.q.fm#nElN,BmnBn=0/
Alors tt m # ne N , Af Bm) nnfnbn) -§ ⇒ P#*B) n A) =P#µ

@nn AD
donc P#* Bn IA) -_ En PÇ¥A! En planta) - à ¥

P @ " " A)

Prop . : (proba - composées)
£ fi) ; =p

,
. . . ,n

sont des événements t.q.PH ,
t.in An

. .) so,

alors PLA ,
n' - - l An) = MAD PLANA , ) . .

. PLAN IA ,
n . . -

n An
- , ) .



déni
.

: récurrence sm ni2 .

• n = 2 :
P Afr Az) = PLAY P @2f A , ) par definition .

• Si vrai pom n 72 montrons le
pom htt : soit (A) i =p .

. .

,
* +,tq.tl#p--nAn)70P(A,n....nAn+D--PAfn...nAn)P(An+IApn-

in An)
-

PCADP faim) _ . _ PLAN / Afin An - i) pas H - R .

Prop . : Soit (Bi) I partirai finie ou
dénombrable de A

,
t'
q

Bi EA et P @ i) > 0 , tt i
EI

. More tt A E A
,

P (A) = IÊPLAIBDP@ i) .



dém
. : Dans ce cas

,
les Afr Bi)

± fumeur me partition de A

¥ .it#=zilnn-=tetfI?;III?ioI}
donc P =P

±
Ans = ÊTES

=
[ P Afl Bi) P@ i)
iEI

(car P@ i) 70 , tt i EI) Ba

Prop . : (théorème de Pages)
Ink ki)

, partition finie ou dmtonbreble te l tq .
P@ i) > 0 , ti EI .



Alors VA C- A t -
q . PCA) >0

,
on a : tt i EI

,

PfBiIAI-.PfAtBDP@DjZeIPtftBjIPfBjjdem.i
Comme t' (A) 70, on a

P@ il A) = PLACID P (A) Bi) P@ i)
P @ D > 0 , Fi EI PCA)

=

p (A)
.

Mais d' après la proposition précédente, on pour réécrire le dénominateur :

PLA ) = JÊIPLAIBJ ) P @ j ) . ( coup@j) >qtjet





Prop . : À = hçsp An

dim
. ;

tt a er
,
u Ebing An ⇐ w E §

.
Un An

⇐ tn 70
,
3h7N t

-

q .
w E Ak

⇐ { n : we An } est infini
⇐ [ stand) = ta

h EN

⇐ a C- À
.

DU

Théorème : ( larme de Bord - Cantelli} =P(limnsqp An) = Proba
. qu'une infinité

a) Si § t' (A) Ca ,
alors p (E) = o .

de Anse produisent

(avec pwba . 1
,

seul un nombre fini de Anse produisent
b) Si [ PLAN) = x et les Ahn sont indépendant, alors t'(E) = l

'

(avec pwba .

1
,
une infinité de An se produisent



Exemple : lancer de pièces de monnaie .

À chaque lancer on lance une pièce , et si Xn : résulter du n - ère lamas
,

on a t'4k¥44) = petit .

les (A)neµ sont indépendants , et [ PAN = a donc pa Bord - Castelli
,

la probabilité qu' une infinité de tanins donnent pile est 1
.

Si
on suppose maintint

que
les pièces utilisés pour chapelain sur # ,

avec P = pile}) = pn C- Jo , il t - q
. [

*
pn Et - .

-
A
N

Ahn E.µ PLAN) L t- psq
.

le nombre de lancers qui
donner pile est fini
avec proto . 1

.



dém
.

de Porel - Cantelli :

a) Soit "o . [µ PLAN)
L to ⇒ 3- ne C- IN t -

q . Ça t'ftp.) Cs .

+*

k
c

9ms
- additivité de p ⇒ PQ Ap) E [ KAD LE↳

ne
h = hc

donc si Bn = ¥ Ap ,
(B)

n
↳ et § @ d)n >ni majorée par E ,

donc & @ d)
n"

ai un fç*! @ n) L E .

Comme c'est vrai pom tou c >o
,
et
que ¥

.
Ah = Bn t Â

, on
déduis

PLÂ) = lui P @ n ) = 0
.

h → + d



b) Ind
.
ds Aff n ⇒ ind

.
des fi ) n ⇒ tt N EN

,
tt

qq
EN
,

P An) = t - P ai) ÏÏ - II PHD
= 1- exp(Êh LAID) = t - exp (Ê hl - KADY .

Comme tt xxo
,
tu f- x) E - × , et pas aonsàna de exp .

,
on dédie :

P AH > 1- exp D) ⑦
bien
Î en N



(État) ont du fin. PÊµ)= P# AD

et par * ,
t'§. Ah) > 1- exp .

Plan)) = t

-

ie .

P§, Ap) = 1 pm
tous NÊN

.

-

Bn

@ a)au Â donc Pfa7--fq.P@d--1.Ba


